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SUBSTITUTION OF FACTORS AND ECONOMIC SAVINGS 
SAŽETAK: Krajnosti u koje se može pretvoriti tehnologija s konstantnom elasti -
noš u supstitucije odre uju raspon ekonomskih ušteda zbog zamjene skupljeg faktora u 
proizvodnji jeftinijim. Vidljiv prikaz ušteda omogu uju dualni limesi nastali kao plod 
opisa tehnologije razli itim skupovima varijabli. Geometriju i osebujne ekonomske inter-
pretacije nadopunjava op eniti dokaz da je elasti nost supstitucije prikladna mjera ušteda 
u proizvodnom procesu. 
KLJU NE RIJE I: elasti nost supstitucije, savršeni supstituti, savršeni komple-
menti, ekonomski troškovi, ekonomske uštede. 
ABSTRACT: The extreme cases of technology with constant elasticity of substitu-
tion determine the range of economic cost savings because of substitution of the more 
expensive factors of production with cheaper ones. Dual limits, which are the result of 
alternative description of technology, provide observable representation of savings. The 
general proof of the claim that the elasticity of substitution is appropriate measure of sa-
vings in production process is supplemented by geometry and rich economic interpretati-
ons. 
KEY WORDS: elasticity of substitution, perfect substitutes, perfect complements, 
economic costs, economics savings.
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1. UVOD 
Središnje mjesto u neoklasi noj teoriji raspodjele ekonomskih troškova zauzima ela-
sti nost supstitucije. U primjenama je omiljena Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje 
koju krasi jedini na elasti nost supstitucije i jednaka raspodjela minimalnih ukupnih eko-
nomskih troškova na ekonomske troškove rada i ekonomske troškove uzimanja kapitala u 
zakup. Promjene udjela troškova faktora proizvodnje u ukupnim troškovima vode nas 
prema op enitijim oblicima funkcije proizvodnje. Radi jednostavnosti izdvajamo funkciju 
proizvodnje s konstantnom elasti noš u supstitucije. Parametar supstitucije koji se u njoj 
pojavljuje, vodi nas od savršeno supstitutabilnih do savršeno komplementarnih faktora 
proizvodnje. Preobražaj funkcije proizvodnje prati preobražaj funkcije minimalnih ukup-
nih ekonomskih troškova. Rezultati dualnih limesa u kojima faktori proizvodnje ustupaju 
mjesto cijenama na jedinicu potrošnosti, omogu uju izvorni opis supstitutabilnosti i kom-
plementarnosti cijena faktora proizvodnje. O komplementarnosti cijena ili supstitutabil-
nosti faktora ovisi efikasnost proizvo a a koji štedi tako da skuplji faktor proizvodnje 
zamjenjuje jeftinijim. Za funkciju proizvodnje s konstantnom elasti noš u supstitucije 
veli ina ušteda ovisi o parametru supstitucije kojeg s pravom nazivamo parametrom uš-
teda. Veli inu ušteda zorno prikazuje okomita udaljenost krivulja troškova aktivnog i 
pasivnog potroša a. Uštede tehnološki razli itih proizvo a a uspore ujemo na osnovi 
konkavnosti razlike troškova i potvr ujemo intuiciju da su ve e uštede onog proizvo a a
ija je elasti nost supstitucije ve a. Taj proizvo a  u ve oj mjeri supstituira skuplji faktor 
proizvodnje jeftinijim. Originalan i op enit dokaz ovih tvrdnji oslanja se na domišljato 
povezivanje minimalnih ukupnih ekonomskih troškova i elasti nosti supstitucije. 
2. PREOBRAŽAJ PROIZVODNJE I TROŠKOVA 
Tehnologiju možemo opisati funkcijom proizvodnje i funkcijom minimalnih ukup-
nih ekonomskih troškova. U izvo enju funkcije troškova s izokvante koju ine tehnološki 
efikasne kombinacije utrošaka rada i kapitala izdvajamo ekonomski efikasnu kombinaciju. 
Promjene na savršeno konkurentnim tržištima faktora proizvodnje navode aktivnog proiz-
vo a a da skuplje faktore proizvodnje zamjenjuje jeftinijima. Lako u supstitucije mjeri 
elasti nost supstitucije, elasti nost kapitalne opremljenosti rada,
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U primjenama je omiljena Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje,  
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u kojoj se pojavljuju parametar efikasnost, 0 , parametar distribucije, 10   i para-
metar prinosa, 0 . Ekonomsku efikasnost krasi jednakost izme u grani ne stope teh-
ni ke supstitucije i odnosa cijena faktora proizvodnje iz koje izvodimo jednadžbu krivulje 
ekspanzije proizvodnje, 














Na osnovi presjeka krivulje ekspanzije proizvodnje i odgovaraju e izokvante izvo-
dimo funkciju uvjetne potražnje za radom, funkciju uvjetne potražnje za kapitalom i fun-
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Grani na stopa tehni ke supstitucije Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje propor-
cionalna je kapitalnoj opremljenosti rada i elasti nost je supstitucije jednaka jedan. Priro-
dno je potražiti op enitiji oblik funkcije proizvodnje koji sadrži parametar supstitucije i 
dopušta da elasti nost supstitucije poprimi i druge vrijednosti. Me u funkcijama proizvo-
dnje s ovim obilježjem izdvaja se funkcija proizvodnje s konstantnom elasti noš u sups-
titucije,    
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Grani na stopa tehni ke supstitucije više nije proporcionalna kapitalnoj opremlje-
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Iš ezava li vrijednost parametra supstitucije, elasti nost supstitucije postaje jedini na
i CES funkcija proizvodnje poprima Cobb-Douglasov oblik. U ra unanju se oslanjamo na 
L´Hospitalovo pravilo i komutaciju limesa i neprekidne funkcije,  
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Elasti nost supstitucije i parametar supstitucije povezuju sljede e jednakosti: 









   
  
















za tehnologiju s konstantnom elasti noš u supstitucije izvodimo funkciju uvjetne potraž-
nje za radom, funkciju uvjetne potražnje za kapitalom i funkciju minimalnih ukupnih 
ekonomskih troškova, 
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Kada iš ezava parametar supstitucije i elasti nost supstitucije biva jedini na, priro-
dno je o ekivati da, poput funkcije proizvodnje, CES funkcija troškova poprima oblik 
Cobb-Douglasove funkcije troškova. Valja zamijetiti sli nost funkcionalnih oblika proiz-
vodnje i troškova i u sli nom ra unu ponovno se osloniti na L´Hospitalovo pravilo i ko-


























































































































   



















Pritom funkcije uvjetne potražnje za radom i kapitalom doživljavaju isti preobražaj. 
Op enito, za zadanu elasti nost supstitucije i cijene faktora proizvodnje, na osnovi para-
metara distribucije ili parametara potrošnosti odre ujemo ekonomske troškove rada na 
jedinicu troškova kapitala, 
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Prema tome, za jedini nu elasti nost supstitucije parametri potrošnosti faktora proiz-
vodnje pokazuju kako se ukupni ekonomski troškovi raspodjeljuju na troškove rada i 
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Nadnica na jedinicu potrošnosti rada, w , i cijena uzimanja kapitala u zakup na jedi-
nicu potrošnosti kapitala, 
1
r , omogu uju da za jedini nu elasti nost supstitucije lago-
dno odredimo uvjetne potražnje za faktorima proizvodnje na osnovi minimalnih ukupnih 
ekonomskih troškova,  
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Zamijenimo li utrošak rada s nadnicom na jedinicu potrošnosti rada i utrošak kapitala 
s cijenom uzimanja kapitala u zakup na jedinicu potrošnosti kapitala, jasno se ukazuje 
dulanost u preobražaju maksimalne proizvodnje i minimalnih ukupnih ekonomskih troš-
kova. Pritom parametar supstitucije iš ezava i Cobb-Douglasova tehnologija grani ni je 
slu aj CES tehnologije. Parametar supstitucije ima još dvije grani ne vrijednosti. Kada 
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Druga je krajnost konvergencija parametra supstitucije prema negativnoj beskona -
nosti. Elasti nost supstitucije je tada nula,  
,0lim
    
i faktori proizvodnje, me u kojima nema supstitucije, koriste se u fiksnim proporcijama. 
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Slika 1. Savršeno supstitutabilni faktori proizvodnje i savršeno komplementarne cijene
Po imo od cijena iji je odnos jednak konstantnoj stopi tehni ke supstitucije. 
Pove anje cijene jednog faktora proizvodnje nema utjecaja na minimalne ukupne 
ekonomske troškove. Relativno skuplji faktor proizvodnje u potpunosti se zamjenjuje 
relativno jeftinijim faktorom. Faktori su proizvodnje savršeno supstitutabilni, a cijene 
savršeno komplementarne. 
Za funkciju proizvodnje sa savršeno supstitutabilnim faktorima preslikajmo ravnu 
izokvantu iz prostora faktora u izokostu u prostoru normaliziranih cijena. Ukazuje se 
pravokutni oblik krivulje koja sadrži sve kombinacije cijena pri jedini nim troškovima i 























150 Zbornik Ekonomskog fakulteta u Zagrebu, godina 7, br.1., 2009.
Slika 2. Savršeno komplementarni faktori proizvodnje i savršeno supstitutabilne cijene
Po imo od bilo kojih cijena faktora proizvodnje. Pove anje cijene jednog faktora 
kompenzira jednako smanjenje cijene drugog faktora. Takve promjene cijena nemaju 
utjecaja na minimalne ukupne ekonomske troškove i nema supstitucije faktora. Faktori su 
proizvodnje savršeno komplementarni, a cijene savršeno supstitutabilne. 
Obrnuto, za funkciju proizvodnje oblika Leontiefa sa savršeno komplementarnim 
faktorima preslikajmo pravokutnu izokvantu iz prostora faktora u izokostu u prostoru 
normaliziranih cijena. Ukazuje se ravna krivulja koja sadrži sve kombinacije cijena pri 
jedini nim troškovima i otkriva funkcija minimalnih ukupnih ekonomskih troškova oblika 














Ove se funkcije troškova pojavljuju kao rezultati dualnih limesa. Kada se elasti nost 
supstitucije pove ava iznad svih granica dobivamo funkciju troškova oblika Leontiefa,  
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Teži li elasti nost supstitucije nuli, dobivamo funkciju troškova oblika funkcije proi-















Istaknimo da grani ne oblike funkcija troškova možemo dobiti i na osnovi grani nih 
oblika funkcija proizvodnje tako da faktori proizvodnje ustupe mjesto cijenama na jedi-
nicu potrošnosti. Pritom preobražaju Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje odgovara 
preobražaj Cobb-Douglasove funkcije troškova, preobražaju funkcije proizvodnje sa savr-
šeno supstitutabilnim faktorima odgovara preobražaj Leontiefove funkcije troškova i 
preobražaju funkcije proizvodnje sa savršeno komplementarnim faktorima odgovara pre-
obražaj funkcije troškova za tehnologiju sa savršeno supstitutabilnim faktorima. 
3. PARAMETAR SUPSTITUCIJE ILI PARAMETER  
UŠTEDA
Konkavnost funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih troškova posljedica je me u-
sobne supstitucije faktora u proizvodnji. Da bismo zorno predo ili ovu misao, po imo od 
budžetske crte u prostoru faktora proizvodnje koju odre uju cijene i tehnološki efikasna 
kombinacija rada i kapitala. 
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Slika 3. Budžetska crta, nadnica i troškovi
Odsje ak budžetske crte na ordinati predo uju troškove izražene u jedinicama kapi-
tala. Pomo u grane hiperbole koja grafi ki povezuje recipro ne vrijednosti, simetrale 
tre eg kvadranta i sli nosti trokuta OAB i OCD na apscisi u drugom kvadrantu dobi-
vamo nadnicu u jedinicama kapitala. Normiramo li cijenu uzimanja kapitala u zakup, na 
ovaj na in dobivamo grafi ki prikaz veze izme u bilo koje nadnice i ukupnih ekonomskih 
troškova. Zbog ekonomske efikasnosti budžetska crta podupire skup zahtjeva za faktorima 
proizvodnje. Oblik skupa zahtjeva za faktorima proizvodnje ovisi o tehnologiji koja se 
zbog zakona opadaju e grani ne stope tehni ke supstitucije nalazi izme u dviju krajnosti. 
Jednu od njih krasi savršena komplementarnost faktora proizvodnje izme u kojih nema 
supstitucije. Prema tome, nema ni ušteda zbog supstitucije. Drugu krajnost krasi savršena 
supstitutabilnost faktora proizvodnje i ostvaruju se zna ajne uštede zbog supstitucije 
relativno skupljeg faktora proizvodnje relativno jeftinijim. Savršeni komplementi i 
savršeni supstituti odre uju raspon ušteda zbog supstitucije faktora proizvodnje za bilo 
koju tehnologiju. 
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Slika 4. Savršeno komplementarni faktori proizvodnje
Slika 5. Savršeno supstitutabilni faktori proizvodnje
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Slika 6. Striktno konveksna tehnologija
Slika 7. Izokvante i krivulje troškova
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Fiksne proporcije faktora proizvodnje zna ajka su pasivnog proizvo a a koji ne 
reagira na promjene na savršeno konkurentnim tržištima faktora. U proizvodnji 
upotrebljava istu kombinaciju rada i kapitala, ne ostvaruje ekonomske uštede i kre e se po 
krivulji troškova Leontiefove funkcije proizvodnje. Ta je krivulja tangenta na krivulju 
minimalnih ukupnih ekonomskih troškova aktivnog proizvo a a koji štedi tako da skuplji 
faktor u proizvodnji zamjenjuje jeftinijim. Me usobni položaj krivulja troškova aktivnog i 
pasivnog proizvo a a otkriva da je krivulja minimalnih ukupnih ekonomskih troškova 
konkavnog oblika. Što je konkavnija, ve e su uštede zbog supstitucije faktora proizvodnje 
koje predo uje okomita udaljenost krivulja troškova aktivnog i pasivnog proizvo a a.
Tehnološki razli ite aktivne proizvo a e koji isprva istu koli inu proizvode istom 
kombinacijom rada i kapitala, krase razli ite krivulje troškova koje se me usobno 
dodiruju. Ukoliko je krivulja troškova drugog proizvo a a ispod krivulje troškova prvog 
proizvo a a, drugi proizvo a  ostvaruje ve e uštede zbog supstitucije skupljeg faktora 
proizvodnje jeftinijim. O veli ini ušteda odlu ujemo na osnovi konkavnosti razlike 
troškova.  
Slika 8. Veli ina ušteda i konkavnost razlike troškova
Prema Shepardovoj lemi polaze i od funkcije minimalnih ukupnih ekonomskih 




Istaknimo da razli iti uvjeti regularnosti na koje se pritom oslanjamo ovise o 
potrebama empirijskih istraživanja. Za tehnologiju s konstantnom elasti noš u supstitucije 
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Uzimaju i u obzir Shepardovu lemu i raspodjelu ukupnih ekonomskih troškova na 
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Pretpostavimo li da je elasti nost supstitucije drugog proizvo a a ve a od 
elasti nosti supstitucije prvog proizvo a a,
,12    
veza izme u vlastite parcijalne derivacije drugog reda funkcije troškova i elasti nosti 
supstitucije otkriva da je u maloj okolini razlika 12 cc   striktno konkavna funkcija,  
,12 wwww cc  
.012   wwww cc
Ovaj nalaz potvr uje intuiciju da su ve e uštede onog proizvo a a ija je elasti nost
supstitucije ve a. Taj proizvo a  u ve oj mjeri supstituira skuplji faktor proizvodnje 
jeftinijim. Veli ina ušteda ovisi o parametru supstitucije kojeg s pravom nazivamo 
parametrom ušteda. 
4. EFIKASNOST U ŠTEDNJI 
Za tehnologiju s konstantnim prinosima s obzirom na proporcionalne promjene 
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Na osnovi prethodnih jednakosti dobivamo u inak pove anja kapitalne opremljenosti 









Logaritmiramo li kapitalnu opremljenost rada i grani nu stopu tehni ke supstitucije, 
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Mješovita parcijalna derivacija drugog reda funkcije proizvodnje koja opisuje utjecaj 
pove anja jednog faktora za malu jedinicu na promjenu grani nog prinosa drugog faktora 
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U ra unu smo primijenili Eulerov teorem na linearno homogenu funkciju 
proizvodnje,  
.),( yKLfKfLf KL
Pritom su upravo konstantni prinosi, s obzirom na razmjer odigrali klju nu ulogu u 
pojednostavljenju izraza za elasti nost supstitucije. Željeli bismo jednako jednostavan 
izraz za elasti nost supstitucije bez obzira na prinose. Prirodno je stoga po i od funkcije 
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minimalnih ukupnih ekonomskih troškova koje linearna homogenost u cijenama ne ovisi 
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O grani noj stopi tehni ke supstitucije ne ovise samo troškovi izraženi u jedinicama 
kapitala nego i uvjetne potražnje za faktorima proizvodnje: 
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Iz prethodnih jednakosti dobivamo kolike su promjene uvjetnih potražnji za 
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Pošto logaritmiramo kapitalnu opremljenost rada i grani nu stopu tehni ke







































































    
Mješovita parcijalna derivacija drugog reda koja opisuje u inak pove anja cijene 
jednog faktora za malu jedinicu na promjenu uvjetne potražnj za drugim faktorom, 
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pojednostavljuje prethodni izraz ija je vrijednost invarijantna s obzirom na 
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Imaju i u vidu Shepardovu lemu, primjenom Eulerovog teorema na kojeg smo se u 
ra unu ponovno oslonili, raspodjeljujemo zapravo ukupne ekonomske troškove na 
troškove rada i kapitala, 
.),,( cyrwcrKwLrcwc rw
Eulerov teorem možemo primijeniti i na funkcije uvjetne potražnje za faktorima 
proizvodnje iji je stupanj homogenosti nula: 
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Iz prethodnih jednakosti za svaki faktor izražavamo u inak promjene cijene za malu 
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Poop enje do kojeg smo došli ne ovisi o prinosima s obzirom na proporcionalne 
promjene utrošaka i dopušta istodobnu promjenu cijena obaju faktora. Pritom cijene od 
kojih polazimo podupiru izbor zadane kombinacije faktora proizvodnje. Proporcionalnom 
promjenom cijena ne mijenja se njihov odnos ni ekonomski efikasan na in proizvodnje, 
stoga nema ni razlike troškova tehnološki razli itih proizvo a a ija je prvotna 
proizvodna tehnika ista. Ne udi stoga da je determinanta singularne Hesseove matrice 
funkcije, koja opisuje razliku troškova, nula. Napomenimo da singularnost Hesseove 
matrice linearno homogene razlike troškova slijedi primjenama Eulerovog teorema na 
parcijalne derivacije prema kojima se u jezgri Hesseove matrice nalazi vektor pozitivnih 
cijena. O konkavnosti razlike troškova zato zaklju ujemo na osnovi glavnih minora prvog 
reda i prethodne dvije jednakosti ponovno potvr uju intuiciju. Da su zaista ve e uštede 
onog proizvo a a ija je elasti nost supstitucije ve a, mogli smo se uvjeriti i na osnovi 
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me usobnog položaja indirektnih izokvanti tako da funkciju minimalnih ukupnih 
ekonomskih troškova protuma imo kao funkciju udaljenosti za indirektnu funkciju 
proizvodnje. Zakrivljenost indirektnih izokvanti na koju ne utje e promjena perspektive, 
recipro na je zakrivljenosti direktnih izokvanti zbog zamjene mjesta kapitalne 
opremljenosti rada i grani ne stope tehni ke supstitucije. Pritom se indirektna budžetska 
crta podudara s indirektnom izokvantom Leontiefove funkcije proizvodnje i efikasnost 
proizvo a a u štednji ovisi o tome koliko su komplementarne cijene faktora proizvodnje. 
5. ZAKLJU AK
Obi no se govori da elasti nost supstitucije opisuje lako u supstitucije faktora u 
proizvodnji. U ovom smo radu pridali elasti nosti supstitucije novo zna enje na osnovi 
konkavnosti razlike troškova tehnološki razli itih proizvo a a. Na tom smo putu pošli od 
funkcije proizvodnje koju krasi konstantna elasti nost supstitucije i nadopunili znanstvenu 
literaturu dualnim limesima koji opisuju preobražaj funkcije minimalnih ukupnih 
ekonomskih troškova. Veli inu ušteda zorno smo prikazali okomitom udaljenoš u krivulja 
troškova aktivnog i pasivnog proizvo a a i parametar supstitucije originalno protuma ili 
kao parametar ušteda. Poop enje ovih razmatranja prirodno je proizašlo iz mogu nosti da 
se tehnologija opiše razli itim skupovima varijabli. Na ovaj smo na in znanstvenu 
literaturu upotpunili op enitim dokazom da je elasti nost supstitucije prikladna mjera 
ušteda u proizvodnom procesu zbog supstitucije skupljeg faktora proizvodnje jeftinijim. 
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